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Chapitre 5
Filtrage et échantillonnage
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5.1 REPONSE FREQUENTIELLE

= Réponse fréquentielle d’'un systeme
= Réponse a une excitation sinusoidale

= Réponse a une excitation périodique
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Réponse fréquentielle d’un systeme LIT

m Systeme linéaire invariant dans le temps = filtrage temporel

v = [ heRe-mar s X o(1) u(t) = (hva) (0

m Réponse impulsionnelle h(t)
= h(t) = Sa{0}(t)

+o00
= Condition de stabilité BIBO: / |h(t)] dt < 400 < hely
m Réponse fréquentielle
+oo )
H(w) = / h(t)e 7¢t dt = F{h}(t) (bien définie, car h € Ly)

Deux représentations :
= Parties réelle etimaginaire: H(w) = Ry (w) + jlg(w)
= Réponse d’amplitude et de phase: H(w) = Ay (w) - /%5 )
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Réponse a une excitation sinusoidale

m Réponse a une excitation sinusoidale complexe

To(t) = edwol

Réponse fréquentielle

/

e]wot H(UJO) . ejWOt

olt) = (h+ 20) () = H(wo) - €70 = H(wo) - (1 = oy

Calcul temporel (rappel)

+o00

+oo
Ye(t) = (hxzc)(t) = / h(r) - et dr = / h(r)e 70T dr 70t = H(wyg) - eI«ot

Calcul par transformation de Fourier

edwot s 2718 (w — wp)

ye(t) < Xe(w) Hw)=2m0(w—wp) - H(w) = H(wp) - 2715 (w — wo)

— 00

m Réponse a une excitation sinusoidale réelle

Réponse d’amplitude Réponse de phase

x(t) = Acos(wot + 0) = Re (Aejeejwot) /

y(t) = Re(Ae’?y.(t)) = Re(Ae? H(wp)edo!) = A - Ap(wo) - cos (wot + 0 + pr(wp))

Conclusion: La réponse a une excitation sinusoidale est une sinusoide de méme fréquence
avec un facteur d’atténuation et un déphasage spécifiés par la réponse fréquentielle (amplitude

et phase) du systéme LIT.
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Exemple: filtre RC
t)

v

R Z(

_:'_I

Jw + Sg

l uz(t) = y(t) %y(t) + soy(t) — SQZL‘(t), S0 = L

T
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Equation différentielle:

Recherche explicite de la réponse a une excitation sinusoidale
(méthode des phaseurs):

x(t) = elwot

y(t) = H(wo)e’" = y/(t) + soy(t) = (jwo + s0)H (wo)e’"*

. . . S0
+ 50) H (wp)e?“0t = g0e?“0t =  H(wgy) = -
(on 0) ( 0) 0 ( 0) oo+ 50
b &y (w) = —arctan(w/so)
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Réponse a une excitation périodique

m Signal d’excitation périodique
xT, (t) =TT, (t -+ kTQ), Vk € Z
1 [ 2
. 2 .
Série de Fourier: zp, (t) = Z cpedot e = — mTO (t)e 9™t dt,  wy = ill
= T To
m Réponse du systéeme a une excitation périodique
yr, (t) = (h* z1,) Z Cn - H(nwy) - e?"0t (par linéarité)
nez
Périodicité de la réponse (argument temporel):
y(t + kTo) = (h* ap, (- + kTo)) (t) = (h* zg,) (t) = y(t)
Calcul par transformation de Fourier
Z Cred™0t s 2 Z end(w — nwo)
nez nez
yr,(t) < Xp(w) - Hw)=H(w)- (277 Z end(w — nw0)> =27 Z H(nwp) - ¢nd(w — nwo)
nezZ ne”Z

Conclusion: La réponse d’'un systeme LIT a une excitation périodique est forcément périodique
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5.2 FILTRES A DISTORSION REDUITE

| FI“TGS IdéaUX I () { 1, w € ),  Bande passante
ideal == .
Filtre passe-bas idéal 0, sinon Bande bloquante
Filtre passe-bande idéal

= Filtres a phase linéaire

Oy (w) = —jwty (équivalent a un retard pur)
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Filtre passe-bas idéal

' An(w)
1
R L T
—wL WL 07 |L(J| > W,
CI)H(w) =0
w
1 > Oy(w)=0, Yw
f'fl
t
v h(t) = %sinc <7r/wL) z H(w) = rect (ﬁ
b b )
™
t
m
wr

N.B. Le filtre passe-bas idéal n'est pas causal-donc pas réalisable!
Toutefois, c’est un outil tres utile pour comprendre et analyser les systemes.
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Filtre passe-bande idéal

m Réponse fréquentielle:

H(w) = rect (w ;wo) + rect (w E;JO)

wp: frégquence centrale

B: bande passante

B h(t)
|—|B " F i t
| I | “ —_— .mr},{ﬂ\'ﬁk.‘m A\ﬁ\
—wp W ~ai\Y .v,v.uww }W’
I Y 2r
B
B<—L> rect (—)
r 3
[T w B .
" | e\ 5B
3 8w +w) ] dw—wo) [ T X
w
g —Lo . JO ) 2 cos(wot)
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Réponse impulsionnelle a symétrie paire

m Symétrie paire autourde t = (0 h(t) = h(-t)
h(t)

/
/\/\ Ap(w), f. paire
¢

h(t) avec symétrie
paire autourdet =0
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Phase linéaire: cas de la symétrie paire

m Symétrie paire autour de t = ¢,

g(to +7) = g(to — 7) = h(7)

——  H(w) e iwto Ag(w), f. paire

g (w)

O (w) —wty  (modulo 27) \]\*h\\ h h w
TR

t atri —wt = L.
g( ) avec symérie & Po(w) = o, Ri(w) 20 phase linéaire!
paire autour de t = tg —wtyp 7w, Rp(w) <0

KA
Q
£

I

T~ —wip
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Réponse impulsionnelle a symétrie impaire

m Symétrie impaire autourde t =0 h(t) = —h(—t)
h(t)
+tp)2 ¢
—tr,/2 Apg(w), f. paire

Ry (w), f. nulle

w w
Iy (w), f. impaire A ® 5 (w)
_ 4T
w w
| h@ avec symétrie ] & Duw) = { +7/2, Ig(w)>0
impaire autour de t = 0 —7/2, Ig(w) <0
Unser / Signaux et systemes
Phase linéaire: cas de la symétrie impaire
m Symétrie impaire autour de ¢t = ¢, glto +7) = —g(to — 7) = h(7)
g(t)
g(t) = h(t —ty) «—— H(w)- e it Ag(w), f. paire
t
to = %' tr,
Agw) = Apg(w

) - -
Dg(w) = Dy(w) —wly  (modulo 2r) | I\u } i

g(t) avec symétrie —wto+7/2, Ig(w)>0
o & Pe(w) =
impaire autour de t = tg —wtg — /2, Ig(w) <0
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= phase linéaire!



5.3 ECHANTILLONNAGE DE SIGNAUX

= Signal échantillonné analogique

= Echantillonnage et répétition spectrale
= Dualité avec les séries de Fourier

= Formule de Poisson

= Théoreme d’échantillonnage (Shannon)
= Reconstruction d’un signal analogique

= Généralisation du théoreme d’échantillonnage
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Signal analogique échantillonné

m Echantillonnage idéal !

Multiplication avec un peigne de Dirac A

re(t) =(t) x Y _S(t—nT,) = x(nT.)s(t — nT)

nez neZ

-
-
e

m Calcul de la transformation de Fourier

+oo
X.(w) = /_ > a(nT.)é(t - nT)e 7 dt =Y a(nTe) / §(t —nT.)e <t dt

nez nez -0

= 3 a(nT,)e I

NnEL

m Caractéristiques de X, (w)

Fonction périodique (somme d’harmoniques)

p
Période:  w, = % (t.q., we T, = 27)

Forme: dépend des échantillons z(nT,) de z(t)
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Echantillonnage et répétition spectrale

m Signal échantillonné

re(t) = x(t)x > _ 6(t—kT.)

keZ

“sous-échantillonnage”
' P RN < xr (t)
~

! g
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Dualité avec les séries de Fourier

m Périodisation dans le temps

zr, (t) = Z z(t — kTp)
kEZ

1

—>

1o

m Echantillonnage dans le temps

ve(t) = w(kT)d(t — kTy)

kEZ

Ty 2Ty,
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27
wo = ?0
X7, (w) = wo Z X (nwp)d(w — nwp)
nez
7 ‘ [ o
| T |
wo  2wo -
Xe(w) = ;}—72 Z X(w — nwp)




Formule de Poisson

m Peigne de Dirac

STot+k) T 2wy 6w+ n2n)

ke nez
m Formule de Poisson Justification:
1
Z (k) = Z F(2mn) VfeSs, (f,éé(« +k)) = o (F, 27r7;25(-+n27r)> (Parseval)
keZ nez = Zf(k) = ZF(QT(‘R)
keZ nez

Valide également pour f, F' € Ly

m Formule de Poisson et échantillonnage
f(t) = x(t)e 7!
D fk) =) x(k)e ok =" F(2mn) = > X(2mn + wo)

<. Flw)=X(w+wy)  (modulation)

keZ keZ nez nez
=  Xe(w) = E z(k)e Ik = g X (w+ 27n)
keZ nez
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Théoreme d’échantillonnage

Théoréme [Shannon, 1949]

Une fonction z(¢) (a bande limitée) qui ne contient pas de fréquences supérieures
A Wmax = 27T fmax st compleétement déterminée par ses échantillons {z(kTc)}, oy,
pour autant que:

3
|
S
/

DO
==
o
%

%ﬁ
£
€

oU we = 2wmax —Wmax Wmax

Xe(w)
[~ I\I/\ l\w/\ “

N.B. En pratique, le signal z(t) doit étre filtré avant I'’échantillonnage avec un filtre

passe-bas analogique (filtre de garde ou «anti-aliasing») de fagon que sa largeur de
bande soit bien limitée.

Demo Video
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Reconstruction du signal analogique

m Reconstruction par filtrage passe-bas idéal

o3 x(t)
[ S X(w)
j [ I 1 M W

Fréquence de coupure w,:

S | v m o DYIINAINA

2 I S
!
/\x(t)/ X(w) = Xc(w) - Terect (2 )
i WIA «
1 t f f t > S
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Formule de reconstruction de Shannon

m Reconstruction par filtrage idéal

reo(t) = Y a(kT.)8(t — kT)

kEZ A Te

— 1, —

5(t) Tl sinc <Ti> = F! {Terect <2W./T@) } ()

m Formule de reconstruction (signal a bande limitée)

z(t) = (x % sine <T>) (t) =Y w(kT.)sinc (t _TkTe> Winax < We /2

keZ €

Propriété d’interpolation:
Lrec (t) P P

\ sinc(k) =0, < :L‘rec(t)|t:kT = z(kTe)

) }\*&“ t

< -
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Convertisseur N/A réel

m Systeme de reconstruction pratique

TSH t)
{x(kT)}keZ Tl_'_’_; hs(t) T /—:
—— N/A S} { B
— -
——
m Modéle équivalent ht) = (rect ( —5/2> i} hs) ©
ze(t) = a(kT)8(t — kT) Treo(t) = Y _x(kT)h(t — kT)
é — My kez

m Critéres de design pour le filtre de lissage

= Bonne approximation du filtre idéal: |H(w)| =~ smc(w;/(Zﬂ')) pour w € [—%, &)

1 2
= Interpolation:  zyec(KT) = z(kT) < h(kT)=0r < T Z H <w * Wn) !
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